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RESUMEN

El material contenido en este documento constituye
una completa revision tedrica sobre algunos
modelos de acoplamiento electromagnético
existentes en la literatura, normalmente aplicados
en la evaluacion de los voltajes y corrientes
inducidas en los elementos de una red de bajo
voltaje debido a la incidencia de una descarga
eléctrica atmosférica cercana. Siendo el objetivo de
este documento la correcta aplicacion de dichos
modelos, el material estd enfocado a conocer las
particularidades de cada modelo y el adecuado
manejo de sus parametros de entrada.

INTRODUCCION

Las descargas eléctricas atmosféricas producen
campos electromagnéticos que se propagan sobre
la tierra con la velocidad de la luz. Estos campos
electromagnéticos pueden inducir corrientes y
voltajes transitorios en estructuras metalicas, tales
como sistemas de distribucién de energia eléctrica,
instalaciones o redes de bajo voltaje, subsistemas
conteniendo equipo electrénico sensible o cualquier
conductor aéreo o subterraneo. Existen estudios
realizados por diversos investigadores quienes han
propuesto mecanismos de acoplamiento con el
objeto de evaluar y caracterizar los voltajes y
corrientes inducidas debido a los campos
electromagnéticos generados por rayo.

Articulo recomendado y aprobado por el Comité
Nacional de CIGRE-México para presentarse en el
Segundo Congreso Bienal, del 13 al 15 de junio
del 2001, en Irapuato, Gto.

Estos modelos de acoplamiento, que representan una
poderosa herramienta de analisis, utilizan diferentes
parametros de entrada. Sin embargo, los métodos
son equivalentes entre ellos, produciendo los mismos
resultados. Cada método debe ser aplicado
cuidadosamente con un conocimiento pleno en el
manejo de sus parametros, ya que facilmente pueden
cometerse errores tanto de aplicacion como de
interpretacion.

ANTECEDENTES.

Actualmente, existe un elevado nimero de equipo
electronico sensible dafiado debido principalmente a
los efectos de induccién que las tormentas eléctricas
producen sobre los conductores eléctricos de
alimentacion. El mayor dafio producido en estos
equipos se debe a rayos que inciden directamente
sobre las instalaciones que los albergan. Sin
embargo, una instalacion se ve sometida a una
mayor cantidad de efectos de induccién debido a la
incidencia de rayos cercanos que a los efectos
destructivos debido a rayo directo. La manera en que
estos campos electromagnéticos pueden afectar el
equipo electronico sensible conectado a la red de
bajo voltaje depende de las propiedades de (a) la
fuente de interferencia, (b) la interaccibn o
acoplamiento electromagnético y (c) la robustez del
equipo. El conocimiento de la forma en que estos
campos electromagnéticos se acoplan a los
conductores de la red eléctrica de bajo voltaje es
fundamental para la aplicacion de las medidas
correctivas en la proteccion de los equipos
electrénicos sensibles.

Este documento analiza la parte correspondiente al

acoplamiento entre los campos electromagnéticos y
los conductores de una red de bajo voltaje utilizados

para alimentar eléctricamente los equipos

electrénicos sensibles.
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OBJETIVO

Mostrar, a partir de las ecuaciones de Maxwell, la
equivalencia entre los diversos modelos de
acoplamiento  publicados en la literatura
especializada entre los campos electromagnéticos
generados por las descargas eléctricas
atmosféricas y los elementos de una red eléctrica
de bajo voltaje que alimentan los equipos
electrénicos sensibles, asi como todas aquellas
precauciones que deben ser consideradas durante
la aplicacién de los mismos.

DEFINICION DEL PROBLEMA A NIVEL TEORICO

El comportamiento de las sefiales inducidas pueden
ser evaluadas utilizando la teoria de antenas o la
teoria de la linea de transmision [1],[2],[3]. La
primera es una aproximacion rigurosa basada en
las ecuaciones de Maxwell, que describe el
comportamiento de los campos electromagnéticos
ya sea a baja o alta frecuencia. Por otro lado, la
teoria de la linea de transmisién es valida siempre y
cuando las dimensiones fisicas de las instalaciones
sean mas pequefias que la longitud de onda del
campo electromagnético utilizado como excitacion.

Considérese un sistema formado por dos
conductores conectado a cargas arbitrarias en
ambos extremos, como se indica en la Figura 1.
Una formulacion exacta del problema establece que
el campo externo que ilumina el sistema induce
corrientes en cada conductor y en las cargas al final
de la linea. Las corrientes totales I, e I> en la linea
estan formadas por dos componentes: una corriente
de modo antena (corriente de modo comun) y una
corriente de modo linea de transmisidn (corriente de
modo diferencial).

En la corriente de modo comin, las corrientes
circulan en la misma direccion y se neutralizan en la
carga y estan basadas en la aproximacion rigurosa
involucrando dos conductores excitados por dos
ondas incidentes simétricas (fuentes de voltaje de
modo comdun), el cual requiere que no exista
circulacion de corriente en las impedancias
conectadas en los extremos de la linea. En este
caso, las corrientes irradiaran una gran cantidad de
energia debido a que las corrientes circulan en la
misma direccion.

La corriente de modo linea de transmision satisface
la condicién de las conocidas corrientes de modo
diferencial o Transverse ElectroMagnetic mode”
(TEM). En este caso, las corrientes son iguales y
opuestas en cada seccion de la linea. A pesar de
que también irradian energia, ésta es mucho menor
comparada con la de modo comun.

Desde el punto de vista de las corrientes en las
impedancias, estas corrientes llegan a ser
importantes en la evaluacion de redes eléctricas en
forma practica. Es importante tener en mente que la
teoria de la linea de transmisién no tiene la capacidad
de predecir la corriente total del sistema, ya que
dichas corrientes corresponden a una parte de la
corriente total inducida. Sin embargo, su uso se
justifica cuando la parte de radiacion de la linea y la
generacion de otros modos de propagacion que no
sea de modo TEM son minimas.

Para el caso que nos ocupa, aun cuando la
componente horizontal del campo eléctrico del rayo
se propaga en modo TM (Transverse Magnetic
mode), el uso de la teoria de la linea de transmisién
es aun valida. Por lo tanto, en este documento el
andlisis se lleva a cabo considerando la teoria de la
linea de transmision [3].

ECUACIONES BASICAS

Considérese el sistema de dos conductores indicado
en la Figura 2. El sistema se considera uniforme a lo
largo de su longitud (direccién-z). El medio alrededor
de los conductores tiene una conductividad r,
permitividad ey permeabilidad m El andlisis se lleva
cabo con el propésito de obtener los voltajes y las
corrientes en las terminales del sistema.

Considérese que el area S encierra a los conductores
Oy 1 entrelos puntosz y z+Dz en el plano x-z, tal
y como se muestra en la Figura 2a. La distancia entre
los conductores es b. En este andlisis se considera
un campo polarizado verticalmente, pero el analisis
es valido también para campos polarizados
horizontalmente. ElI medio alrededor de los
conductores es no-magnético. Integrando la primera
ecuacion de Maxwell en forma diferencial sobre el
area S y aplicando el teorema de Stokes al limite
delimitado por el contorno C se tiene,

Ec. (1)

1 ExdIS = gl =- L opds
S Cc ﬂtC

La ecuacion (1) es la Ley de Faraday, la cual indica
que un campo magnético variante en el tiempo
genera un campo eléctrico. Es importante mencionar
que los campos eléctrico y magnético totales en la
ecuacion (1) estan conformados por los campos
externos (E°y B®) mas los campos generados por el
sistema de conductores (E°y B®). Los primeros son
los campos que existen cuando el sistema de
conductores se encuentra ausente, formados por los
campos incidentes mas los campos reflejados por la
presencia de tierra. Los segundos son los campos
generados por el sistema de conductores debido a
las corrientes y cargas que circulan en los
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CORRIENTE TOTAL

CORRIENTE DE MODD ANTENA

l.(z)

I(z)

CORRIENTE DE MODM LINEA DE TRANSMISION

I(z)

(@)= (D) + I(2)
b (2)= lu(2) - I(2)

Figura 1. Componentes de las corrientes totales: corriente de modo antena (modo comun) y corriente
de la linea de transmisién (modo diferencial).
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Figura 2. Parametros geomeétricos del sistema de dos conductores mostrando una seccion diferencial
de: a) el area encerrada entre los conductores y b) la superficie alrededor del conductor.
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conductores. Integrando la ecuacion (1) en el area
S, se tiene,

Ec. (2)
b z+Dz
JE.(x 2+ D2) - E,(x, 2)dx- JE,(b,2)- E,(0,2)]dz
° ﬂ z+Dzb ‘
=== 3B, (x 2dxd
it C 93y(x z)dxdz

La dependencia del tiempo se ha omitido en las
ecuaciones por motivos practicos. En la ecuacion

(2), E, =E; +E; es la componente-x del campo
eléctrico total, E; es la componente-z del campo
eléctrico total, B, = Bj + B§ es la componente-y de

la densidad de campo magnético total perpendicular
al plano formado por la superficie S.

Si se incluyen los campos externos y los generados
por el sistema en la ecuacién (2), ésta puede
escribirse como,

Ec. (3)

bc‘{Ej(x, z+Dz)- EZ(X z)]dx+ thj(x, z+Dr)- E;(X z)]dx

z+Dz

- OlE.6.2)- E (02kz=- %g@aj(x, 2)dS+ 3} (x 2)dSy
z €es S u

z+dz

donde dS=dxdzy A

NO’

b
hY

0]

0

[

Note que el campo eléctrico horizontal E; en la
ecuacion (3) en ambos conductores es aun la
componente del campo total. Reagrupando la
ecuacion (3), dividiéndola por Dz y tomando el
limite cuando Dz® 0, se obtiene la siguiente
ecuacion,

Ec. (4)
1% 1°
E(‘)Ei(x, z)dx+ﬂ_d—:j(x,z)dx- [E,(b,2) - E,(0,2)]

ZO
18 15
=- — B(X,2)dx- — OPS(X,2)dx
7t & 1 O

la cual sera designada como la PRIMERA ECUACION
BASICA.

Ahora, considérese una superficie cilindrica
cerrada, Figura 2b, justo afuera del conductor con

una longitud Dz entre zy z+Dz. Integrando la
segunda ecuacion de Maxwell sobre dicha
superficie, se tiene,

Ec. (5)
S HdS = g7 S+ L gpxaS=0
S S ﬂts

la cual es idénticamente cero debido a que la
integracion se lleva a cabo en los limites y sobre las
paredes de la geometria cilindrica cerrada. A partir de
los limites del conductor az y z+ Dz se tiene,

Ec. (6)

O)xdS=1(z+D2)- I1(2)
terminal
A partir de la porcién cilindrica de la superficie se
tiene que,

Ec. (7)

2p
O JxdS = Dz (pE,r xdg

cilindro 0

La ecuacion (6) se refiere a la corriente de
conduccion a través del conductor metélico y la
ecuacion (7) se refiere a la corriente de conduccion
justo afuera de la superficie del conductor. En la
ecuacion (7) , r es la conductividad del medio justo
afuera del conductor, E; es la componente radial del
campo eléctrico total en la superficie del conductory r
es el radio del conductor.

En forma general, la conductividad es una funcion del
tiempo y la posicion (radio y éangulo), y es no
homogéneo. Sin embargo, cuando el medio alrededor
del conductor es homogéneo, la conductividad puede
considerarse constante alrededor del conductor. Por
otro lado, cuando el medio alrededor del conductor es
aire ¢ es aproximadamente igual a cero) y/o el
campo eléctrico radial es mas bajo que el valor
necesario para iniciar corona, puede ignorarse la
contribucion de la ecuacién (7) a la corriente de
conduccién.

La contribucion de la corriente de desplazamiento
puede evaluarse a partir del segundo término de la
ecuacion (5), con lo que se tiene,

Ec. (8)
L _ 1 z+|zzz;i
ﬁEPXdS—eﬁ 0 O rdgiz

Esta corriente de desplazamiento es importante
Unicamente cuando el fendomeno es un fenémeno que
varia en el tiempo, o en otras palabras, cuando los
campos externos cambian con el tiempo.
Sustituyendo las ecuaciones (6), (7) y (8) en la
ecuacion (5) se tiene,

Ec. (9)
z+Dz2p

2
[I(z+ Dz) - I(z)]+ Dz><(‘§E,r>dq+eﬂlt O (&, rdoz=0
0 z 0

Dividiendo la ecuacion (9) por Dz y tomando el limite
cuando Dz® O se tiene
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Ec. (10)

(2
iz
Introduciendo las componentes externas y

generadas por el sistema del campo eléctrico total
en la ecuacion (10) se tiene

+03Er>dq+eﬂ-d§r><dq 0

Ec. (11)

1“'"(2)+ 05Er>dq+(§sE r>dq+e— dEerdq
+e— @erdqzo
dt ,

la cual serd designada como la SEGUNDA
ECUACION BASICA.

Propagaciéon en modo TM

Considere que el modo TEM (en el cual los campos
eléctrico y magnético son transversales a la
direccion de propagacion de tal manera que no
existe componente en la direccion axial) es el Unico
modo de propagacion de los campos en el medio
en el cual estdn inmersos los conductores. El
voltaje distribuido en cualquier punto del conductor
respecto al conductor de referencia esta definido
por la integral del campo eléctrico transversal
perpendicular al eje axial del conductor. Esta
integral puede evaluarse siguiendo una trayectoria
arbitraria entre los conductores en todo el volumen
XyZ.

Cuando el campo eléctrico externo que ilumina el
sistema de conductores tiene una componente
axial, el modo de propagacion se llama modo
magnético transversal (TM) porque el campo
magnético es todavia totalmente transversal pero el
campo eléctrico tiene una componente en la
direccion de propagacion. En este caso, la
evaluacion del voltaje definido en una trayectoria
arbitraria en el volumen xyz no es estrictamente
apropiada.

Para el modo TM de propagacion en el plano xy
(z=constante), el campo eléctrico es irrotacional.
Por lo tanto, en este plano transversal, la integral de
linea del campo eléctrico entre dos puntos
cualesquiera 0y b sigue siendo independiente de la
trayectoria de unién entre ellos. Por lo tanto, el
campo eléctrico transversal puede expresarse como
el gradiente de un potencial escalar [5]. La
diferencia entre este concepto y el definido para un
modo de propagacion TEM es que, en este Ultimo
caso, la trayectoria utilizada para evaluar el voltaje
no tiene restricciones en el volumen total xyz. La

consecuencia de esto, aln cuando el modo de
propagacion del campo es en modo TM, es que el
voltaje puede aln ser evaluado a partir de,

Ec. (12)
V(2)=- béEX(X, z)dx

La Unica restriccién en el uso de la ecuacion (12) es
que el voltaje debe evaluarse en el plano xy
(z=constante).

MODELO DE TAYLOR-SATTERWITE-HARRISON

Este modelo [6] ha sido obtenido en términos de la
corriente y voltaje distribuido totales. El voltaje total
esta definido tanto por el campo eléctrico externo
como por el campo generado por el sistema de tal
manera que,

Ec. (13)
Vi(2)=- g&j(x, 2dx+ b(‘ﬁj(x, z)dxgzve(z) +V°(2)
=} 0 a

Por otro lado, cuando la corriente inducida en el
conductor es uniformemente distribuida alrededor de
la circunferencia del conductor (b>>r) y la separacién
entre los conductores es eléctricamente pequefia
(b<<l), donde | es la longitud de onda de los campos
generados por el sistema, entonces el flujo total
puede evaluarse como,

Ec. (14)
b
L(2)=- (B;(x2) xdx=-L¢x (2)

0

El significado de la ecuacion (14) es que el campo
magnético por unidad de longitud generado por el
sistema que existe entre los dos conductores puede
relacionarse con la inductancia por unidad de longitud
L" y la corriente en el conductor para dicha longitud.
Introduciendo las ecuaciones (13) y (14) en la
ecuacion basica (4) se tiene,

Ec. (15)
NE@  J@ . S
o L¢><—ﬂt [E,(b,2)- E,(0,2)] o ?By (x, 2) xdx

Cuando los dos conductores mostrados en la Figura
2 son perfectos (conductividad infinita), el campo
eléctrico total tangencial (en este caso horizontal)
Ez(b,z) y E;(0,z) son idénticamente cero. Esto se
debe a que el campo eléctrico horizontal induce una
corriente que circula en forma paralela al conductor y
esta corriente sostiene, simultaneamente, un campo
horizontal generado por el sistema de tal manera que
ellos se cancelan entre si, es decir,

Ec. (16)
E,=ES+E=0
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Si este fuera el caso, la ecuaciéon de la linea de
transmision seria,

Ec. (17)

M@, oI _ OBy(XZ) i
Tz t
Cuando los conductores no son perfectos
(conductividad finita), el campo eléctrico horizontal
total en la superficie de los conductores no es cero,
por lo que la ecuacion debe tomar en cuenta la
presencia de una conductividad eléctrica finita en el
conductor. Esto se realiza introduciendo una
impedancia, la cual relaciona el campo eléctrico
total tangencial (horizontal) en la superficie del
conductor al flujo de corriente del conductor al
mismo punto. Esta relacién puede expresarse de la
siguiente manera,

Ec. (18)
[E,(b,2)- E,(0,2)]=Z41,(2) - 1,(2)]

En la ecuacion (18), Z; corresponde a la impedancia
por unidad de longitud de cada conductor, siempre
y cuando ambos conductores sean iguales, y las
corrientes |1 e 12 son las corrientes axiales en los
conductores, nominalmente las corrientes de modo
antena y modo linea de transmision, ver Figura 1,

Ec. (19)
L1(2)=1.0)+1(2)
12(2)=1a(2)- 1(2)

Combinando las ecuaciones (18) y (19), se tiene,

Ec. (20)
[E,(b,2)- E,(0,2)]=Z%(2)

La ecuacion (22) indica que para los dos
conductores idénticos del sistema, Z es el doble de
la impedancia por unidad de longitud de cada
conductor individual (2Z), la cual es equivalente a la
impedancia por unidad de longitud para un
conductor sobre un plano de tierra perfectamente
conductor. Para un sistema de dos conductores o
para un sistema de un conductor sobre un plano de
tierra perfectamente conductor, la ecuacion (17)
toma la siguiente forma, para un analisis en el
dominio de la frecuencia,

Ec. (21)
‘IIVﬂ(z) +ZW™(2)= ]W(‘j%f (% 2)

En la ecuacién (21), Z'=Z+wL" y L es la
inductancia por unidad de longitud. Para un
conductor sobre un plano de tierra con
conductividad finita, tiene que incluirse el campo

eléctrico horizontal que aparece a nivel de tierra. Por
lo tanto, la ecuacion (21) toma la siguiente forma,

Ec. (22)

ﬂV (z) °

+ZM(2)=j 0(x,2) xdx + EZ(0, 2)

0

donde Z'=Z+Z4+jwL" es la impedancia serie de la
linea de transmision formada por los conductores y Zg4
es laimpedancia del plano de tierra. La ecuacion (22)
es la primera ecuacién de la linea de transmision
obtenida por Taylor et al [6].

Para obtener la segunda ecuacién de la linea de
transmision, considérese que la conductividad del
medio circundante al conductor es homogéneo v,
para el caso del aire, practicamente cero. Entonces,
la primera y segunda integrales de la ecuacion (11),
que corresponde a la segunda ecuacidn basica
obtenida en este analisis, son idénticamente cero,

Ec. (23)

» »
CBE’r>dg= pE’rdg=0
0 0

por lo que la segunda ecuacion basica puede
escribirse como,

Ec. (24)

'"Iﬂ(ZZ)*'eﬁdE r>dq+e—d§ rxdg=0

Ahora, considérese que el conductor es removido y
se quiere evaluar la primera integral de la ecuacion
(24) en exactamente el mismo punto correspondiente
al conductor antes de ser removido. Como no existe
carga en la cercania del conductor debido al campo
eléctrico externo, la primera integral de la ecuacién
(24) es igual a cero. Por lo tanto, la ecuacion (24)
queda de la siguiente manera,

Ec. (25)
1
+e— r>xg=0
1z cﬁ a=
La integral en la ecuacion (25) debe estar relacionada
con la carga producida en el conductor debido al
campo eléctrico generado por el sistema. Es decir,

>
QP°rda=q
0

donde q es la densidad de carga lineal a lo largo del
conductor. Debido a que una de las condiciones para
aplicar la teoria de la linea de transmision es que el
radio de los conductores debe ser mucho mas
pequefio que la separacion entre ellos, el campo
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eléctrico en la cercania del conductor puede
considerarse independiente del angulo q alrededor
del conductor. Por lo que la integral puede
evaluarse de la siguiente forma,

Ec. (26)
T %s Tq
xdg=—
eﬁ 9E,r q ‘ﬂt

Introduciendo la ecuacion (26) en la ecuacion (25),
se tiene,

Ec. (27)
—1“ (Z) + ﬂ—q =0
9z It

Expresando la ecuacién anterior en términos del
voltaje y la capacitancia por unidad de longitud C’
se tiene que,

Ec. (28)
q=CoV*(2)

donde V°(z) es el voltaje producido en el sistema
debido a la carga en el conductor y C* es la
capacitancia por unidad de longitud entre los
conductores o entre el conductor y el plano de
tierra, el cual depende de las caracteristicas
geométricas. Introduciendo la ecuacioén (28) en la
ecuacion (27) se obtiene la segunda ecuacion de la
linea de transmision para un medio sin pérdidas.

Ec. (29)

1@, V@ _,

9z it

Para obtener la ecuacion descrita por Taylor et al.,
se hace uso del concepto indicado en la ecuacion
(13),

Ec. (30)

b
Vi(2) =V(2) +V*(2 =- (Ex(X, 2)dx +V°(2)

Introduciendo la ecuacion (30) en la ecuacion (29)
se obtiene la segunda ecuacion de la linea de
transmision sugerida por Taylor et al. para un medio
sin pérdidas [6],

Ec. (31)

¢ b
1@, V@ _. c¢lej(x, Z)dx
9z hlis tg

Cuando el medio alrededor del conductor tiene
conductividad finita s y una constante dieléctrica g
la contribucién de la corriente de conduccién entre
los conductores o entre el conductor y el plano de

tierra para la corriente total llega a ser relevante. En
la igualdad de la ecuaciéon (23), sin embargo, la
primera ecuacién sigue siendo cero debido a que el
campo eléctrico radial es producido Unicamente por el
campo generado por el sistema. Por lo tanto, la
ecuacion puede escribirse de la siguiente manera,

Ec. (32)

2p 2p SZp
GErdg=s OF’rdg== (P°rdq
0 0 eD

Note que el parametro s se encuentra fuera de la
integral. Esto es valido Unicamente cuando la
conductividad del medio circundante es uniforme, el
cual es independiente del angulo g. Utilizando la
relacion aplicada en la ecuacion (26) respecto a la
carga en el conductor y a la corriente de
desplazamiento, la ecuacién (32) puede relacionarse
al voltaje producido por el sistema en el conductor
como,

Ec. (33)
s s s
Z Prxdg==qg==Cw°(z
693 =597 3 (2
Definiendo la conductancia por unidad de longitud
como,
Ec. (34)
ce=2ce
e
La ecuacion (33) puede escribirse como,
Ec. (35)

»

S s
—dZ)er =
e, q

olo

q=2cw® =W (2
e

Introduciendo la ecuacion (35) en la ecuacion (32) e
introduciendo el resultado en la ecuaciéon (31), y
aplicando la formulacion en el dominio de la
frecuencia, se obtiene la segunda ecuaciéon de la
linea de transmisioén para un medio con pérdidas,

Ec. (36)
b
M@ |\ @ = - YRE (x, 2)dx
9z 0
donde
y = (SN,
G’+j\/\C'+Yg

representa la admitancia paralelo de los conductores
y Yg4 es la admitancia de tierra. Las condiciones
frontera se expresan por medio de las siguientes
relaciones,
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V(0 =-Z,1(0)
V(0 = Zg1 (1)

donde Zay Zg son las impedancias al final de la

linea y ¢ es la longitud del sistema. En esta
formulacion, las fuentes por unidad de longitud del
sistema son las siguientes,

Fuente distribuida de voltaje — ecuacion (17),
Ec. (37)

ﬂ b

L AR® , xd

T gﬁy(x z) xdx

Fuente distribuida de corriente — ecuacion (31),
Ec. (38)

ﬂ b
- C—OE(x,2) xdx

T

La Figura 3 muestra el circuito equivalente para el
modelo Taylor-Satterwhite-Harrison, en el cual las
ecuaciones (37) y (38) definen las fuentes de voltaje
en el sistema, respectivamente.

MODELO DE AGRAWAL-PRICE-GURBAXANI

Este modelo [7] realiza la formulacion de tal manera
que el voltaje y corriente generados por el sistema
son las variables desconocidas. Debido a que la
integral de linea del campo eléctrico entre los dos
conductores puede expresarse como el gradiente
de un potencial escalar, aun para un modo de
propagacion TM [5], el voltaje generado por el
sistema, de acuerdo a la ecuacion (12), esta
definido por,

Ec. (39)
b
VE(2) = - OEx (X, 2)dx
0
Integrando la primera ecuacion de Maxwell sobre el

area mostrada en la Figura 2a Unicamente para el
campo eléctrico externo, se tiene,

Ec. (40)
OE (X, z)dx+ d3y(x z)dx=E(b,2)- E;(0,2)

Sustituyendo la ecuacién (40) en la ecuacion (17)
se tiene la siguiente expresion,

Ec. (41)
t b

—“Vﬂz(z) . L'x—“';tz) - %(‘)Ef(x, 2)ax+[EX(b,2)- E(0.2)]
0

Entonces, sustituyendo la ecuacion (13) en la
ecuacion (41), se obtiene la siguiente expresion para
la primera ecuacion de la linea de transmision
obtenida por Agrawal et al. [7], para una linea sin
pérdidas sobre un plano de tierra,

Ec. (42)
VD), J(D) ey . e
T+ L x—ﬂt =E; (b, 2)- E;(0,2)

Por supuesto, para un conductor sobre un plano de
tierra con conductividad infinita, el campo eléctrico

definido por E£(0,z) desaparece y la ecuacion (42)
se transforma en,

Ec. (43)
WD), 0@ ey g
1z it =

donde Ef(b,z) es la componente tangencial del
campo eléctrico a la altura del conductor. La segunda
ecuacion de la linea de transmision obtenida por
Agrawal et al. esta definida por la ecuacion (31) para
un medio sin pérdidas o, para un medio con pérdidas,
por medio de la siguiente expresion,

Ec. (44)

M@, gys+cN@ g
1z it

Las condiciones frontera a z=0 y z=/ para una
solucion Unica, en términos de los voltajes generados
por el sistema, son las siguientes,

V3(0) =- Z,1(0) + bc‘}Ef(x,O)dx
b

VE(0) = Zgl (£) + OFS (x, )l
0

En esta formulacién, la fuente unitaria en el sistema
para el caso sin pérdidas es la fuente distribuida de
voltaje indicada por la ecuacion (43),

Ec. (45)
E; (b, 2)

La Figura 4 muestra el circuito equivalente para el
modelo de Agrawal-Price-Gurbaxani, en el cual la
ecuacion (45) define la fuente de voltaje en el sistema
en términos de los campos eléctricos tangenciales
(horizontales) externos.

MODELO DE RACHIDI

En este modelo, las fuentes estan expresadas en
términos de campos magnéticos de excitacion.
Utilizando la segunda ecuacién de Maxwell en el
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dominio de la frecuencia y la ecuacion de la
densidad de flujo eléctrico se tiene que,

Ec. (46)

. ® ® ® . ®
N "H=J+jweE=(s +jweE

donde nuevamente, sy eson la conductividad y la
permitividad del medio en la cercania del conductor.

Se sabe que el rotacional de la intensidad del
campo magnético externo esta definido por,

Ec. (47)
USH; HJU UéfH? fH: u ueﬂHe _fH:U

S TR Y M TR

R He =x

Escribiendo la ecuacion (47) en términos de la
componente-z a nivel de tierra, se tiene,

Ec. (48)

VerHy(0,2)  HE(, z)U
@ X Ty g

NH(O)—

Expresando la ecuacion (46) para los campos
externos y a nivel de tierra se tiene,

Ec. (49)

. ® ®

N™ HJ(0,2) = (s + jwe) EX(0,2)

Introduciendo la ecuacién (49) en la ecuacion (48) y

expresando la ecuacion en términos de la densidad
de flujo magnético, se tiene,

Ec. (50)
1 eﬂB y(0.2) 1BS(O, z)u
ntgs + wa ix Ty g

EX0.2) =

Finalmente, introduciendo la ecuacion (50) en la
primera ecuacién de la linea de transmision
obtenida por Taylor et al., ecuacion (22), se obtiene
la primera ecuacion de la linea de transmision de la
formulacion de Rachidi [8],

Ec. (51)
b
'"V(Z)+Z>l(z)-1 ° ;(x,z)>dx
0
1 eﬂBe(o 2  1B(O, z)U
n(BﬂV\@ S % g

Nuevamente, se hace uso de la ecuacion (46) pero
para la componente-x, para obtener la segunda
ecuacion de la linea de transmision,

Ec. (52)

E(x,2) = —— ?Be(x 2 JB (X 2U

ns + jwe) Ty 1z g

Introduciendo la ecuacidn (52) en la ecuacion (36) se
obtiene la segunda ecuacion de la linea de
transmision de la formulacién de Rachidi,

Ec. (53)
b A e e ~
M@ iz Y TB2) TB(x 20,
fiz ns+jwe ;g Ty z g
Para un sistema sin pérdidas, las ecuaciones (51) y
(53) puede escribirse como,

Ec. (54)

'"V'ﬂz( )+ Wt (2) = deBi(x z) xdx
y

Ec. (55)

1l (Z)

——=+ jWC¥'(2) =

xz)g‘ﬂB (x.2) By (x, Z)U
oe Ty Yz Q

Las condiciones frontera para esta formulaciéon son
las mismas que para la formulaciéon de Taylor et al.
Para el caso de una linea sin pérdidas, las fuentes
unitarias del sistema son,

Fuente distribuida de voltaje — ecuacion (54)

Ec. (56)

b
JWEB; (x, 2) xdx
0

Fuente distribuida de corriente — ecuacion (55)

Ec. (57)
1 28BN (x2) TBI(x DU
% o

La Figura 5 muestra el circuito equivalente para el
modelo de Rachidi, en el cual las ecuaciones (56) y
(57) definen las fuentes de voltaje y corriente en
términos del flujo magnético externo.

MODELO DE RUSCK

Este modelo fue publicado en 1957 [9] con el objetivo
principal de mejorar los esquemas de proteccién
contra rayo en redes de bajo voltaje. A diferencia de
los modelos descritos anteriormente, este modelo
utiliza el concepto del potencial escalar y vectorial
para definir las ecuaciones para los voltajes y
corrientes en el sistema. Se hara uso de las
siguientes relaciones para iniciar el analisis del
modelo de Rusck,
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Ec. (58)
® . ®
B=N" A

Ec. (59)

® ®
E:-NVF-M
it

La ecuacién (58) indica que la densidad de flujo
total puede definirse en términos de otro vector
llamado potencial vectorial, el cual a su vez esta
definido en términos de la densidad de corriente. La
ecuacion (59) indica que el campo eléctrico
depende de la carga y la densidad de corriente.

El voltaje total en cualquier punto del conductor
puede definirse a partir de la Figura 2. Con la ayuda
de la ecuacion (59), los campos eléctricos en la
direccién-x estan definidos por,

Ec. (60)

Ej(x,z):-m_ A% (x,2)
x qt

E'(x2)=- M@ TAKX2
x qt

En la ecuacion (60), V°(2) ¥ AS(x,z) son el
potencial escalar a la altura del conductor y el
potencial vectorial debido al campo eléctrico
externo en la direccién-x, respectivamente. V(2 Y

A’(x,z) son el potencial escalar a la altura del

conductor y el potencial vectorial debido al campo
eléctrico generado por el sistema en la direccién-x,
respectivamente. Integrando la ecuacién (60) de0 a
b, se tiene,
Ec. (61)
b b e b e
JIVE(@ JAX 2
°(x,2) =- o dx- X dx
Oéx( ) 00 o g) T

b b s b .
in ) =- D AT
0

O T 0w
Se definen los siguientes voltajes,
Ec. (62)

-Ve(2 = :ﬁi(x, 2)dx
0

b
- V(2 = (% 2)dx

b e
Vi@ == ﬂA(1(1tX' 2) dx
0

b s
Vit -,
0

Sustituyendo la ecuacién (62) en la ecuacién (61) y
agregando las expresiones definidas en la ecuacién
(61) se tiene,

Ec. (63)
Vi(2) =VE(2) +VE(2) =Vi*(2) +V*(2) +V(2) +Vi(2)

El potencial vectorial generado por el sistema
AS(X,2) debido a la corriente en el conductor es
cero, ya que V7(z)=0. Agrupando los voltajes
generados por el potencial escalar externo y
generado por el sistema como V/f @)=V (2+V.°(2,
la ecuacion (63) puede escribirse como,

Ec. (64)
V(2 =V (2 +Vi(2

La ecuacion (64) representa el voltaje total del
sistema. Para obtener las ecuaciones de la linea de
transmisién, considere que las ecuaciones para el
campo eléctrico a lo largo del conductor a la alturab y
en la superficie del conductor estan dadas por,

Ec. (65)

Eh )= D I1KBD
1z qt

Esbz)=- D IAb2)

9z qt
Agregando las ecuaciones definidas en la ecuacion
(65), se tiene,

Ec. (66)
E;/(b,2)+E;(b2)=-

N°@ b2 MG IAb,2)
1z it iz it

El término EZ(b, 2 +E;(b,2) define el campo
eléctrico total E;(b,z) a lo largo del conductor y el
M@ 1A (D2
fiz fit
eléctrico externo ES(b,2)a lo largo del conductor.

Utilizando estas dos definiciones en la ecuacion (66),
se tiene,

término . representa el campo

Ec. (67)

V(@ 1A%(b.2)
9z it
Despreciando la resistividad del conductor, el campo
eléctrico total a lo largo del conductor desaparece y la

ecuacion (67) puede definirse como,

E,(b,2)=- +E;(b,2)

Ec. (68)
Vi) + TAS(X, 2) -E%(b,2)
1z 1t 2
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En la ecuacion (68), el potencial vectorial generado
por el sistema en la direccion-x es cero. Por lo que
el voltaje debido al campo eléctrico total generado
por el sistema se define como,

Ec. (69)
V(2 =V*(2 +V(2=V*(2)

El potencial vectorial generado por el sistema en la
direccion-z mostrado en la ecuacién (68) puede
relacionarse a la inductancia del sistema de la
siguiente manera. A partir de la ecuacion (58), el
rotacional del potencial vectorial puede definir el
flujo magnético. Integrando la ecuacion (58) sobre
la superficie S mostrado en la Figura 2a, se tiene,

Ec. (70)
. ® ® ® ®
& AdS=gpxds

Tomando Unicamente el campo producido por el
sistema y repitiendo el procedimiento llevado a
cabo en las ecuaciones (1) a (4) se tiene,

Ec. (71)
ﬂ z+Dz 1.[ z+Dzb

1%, s s
— ,Z) XX - — ,Z)xdz = — ,Z) xdxd
ZPAX(X z) xdx e 0N (% 2)xdz . 9§y(x z) xdxdz

z

La primera integral de la ecuacion (71) es
idénticamente cero, debido a que no existe
potencial vectorial producido por el sistema en la
direccion-x. Por lo tanto, la ecuacion (71) puede
escribirse como,

Ec. (72)
b
- A(x,2) = @ys(x, 2) xdx

De la teoria de la linea de transmision, puede
introducirse la ecuacion (14) en la ecuacion (72).
Esto permite que el potencial vectorial generado por
el sistema en la direccién-z pueda relacionarse con
la inductancia por unidad de longitud y la corriente
en el conductor al punto considerado. Esto significa
que,

Ec. (73)
A(x,z) =L(2)

Ahora, introduciendo la ecuacion (73) en la
ecuacion (68) puede obtenerse la primera ecuacion
de la linea de transmisién en términos del voltaje
generado por el sistema,

Ec. (74)
ACIPIC SO Vi co B L
1z 1t o 1z 1t

Para la segunda ecuacion de la linea de transmision,
puede considerarse que las corrientes y las cargas
inducidas en los conductores no tienen ninguna
influencia en la fuente de campo electromagnético, en
este caso la descarga eléctrica atmosférica. El
potencial escalar total en la superficie de los
conductores a partir de los campos externos y el
producido por el sistema pueden escribirse de la
siguiente manera,

Ec. (75)
V(@)= @ W@ =y + 12

Por otro lado, la ecuacion (27), que relaciona la
corriente y la carga en el conductor, proporciona la
segunda ecuacion de la linea de transmision cuando
la ecuacioén (75) se sustituye dentro de la ecuacion
(27),

Ec. (76)
112 ‘e ™' (2) :C,'ﬂvfe(z)
1z 1t 1t

Introduciendo las ecuaciones (75) y (69) en la
ecuacion (76), se obtiene la segunda ecuacién de la
linea de transmisién en términos del voltaje generado
por el sistema,

Ec. (77)

1@, V@ _,
9z it

Ahora bien, las ecuaciones de la linea de transmision
dadas por Rusck, en términos del potencial escalar y
el potencial vectorial, estdn definidas por las
siguientes relaciones,

Ec. (78)
V'@, 1@ _ NVE@
Tz It 9z
Ec. (79)
1@, V'@ _q
9z It

Comparando las ecuaciones (74) y (78) puede
observarse que el potencial vectorial del campo
externo en la direccién-z definida por,

1802
It

no aparece en la ecuacion, lo cual significa que el
modelo toma en cuenta la porcién del campo eléctrico
en la direcciébnz generado por el gradiente del

potencial escalar \°(z) pero ignora la contribucion
generada por el potencial vectorial. Esto hace al
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Z
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Figura 3. Circuito equivalente para un sistema sin pérdidas iluminado por un campo electromagnético
en el modelo de Taylor-Satterwhite-Harrison

b
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-+ dz

Figura 4. Circuito equivalente para un sistema sin pérdidas iluminado por un campo electromagnético
en el modelo de Agrawal-Price-Gurbaxani
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Figura 5. Circuito equivalente para un sistema sin pérdidas iluminado por un campo electromagnético

en el modelo de Rachidi
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Figura 6. Circuito equivalente para un sistema sin pérdidas iluminado por un campo electromagnético

en el modelo de Rachidi
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modelo dependiente de la fuente de excitacion. Este
hecho fue observado en primera instancia por
Cooray [10], quien mostré que el modelo de Rusck
es idéntico al modelo de Agrawal et al. sélo si la
fuente de excitaciéon (en este caso la descarga
eléctrica atmosférica) es Unicamente vertical. Las
condiciones frontera de este modelo estan definidas
por las ecuaciones (78) y (79), al igual que para el
modelo de Agrawal et al. La Figura 6 muestra el
circuito equivalente para un sistema sin pérdidas.

CONCLUSIONES

Los modelos de acoplamiento estan expresados
mediante diferente parametros. El modelo de Taylor
et al. esta escrito en términos del voltaje total y de
los campos eléctrico y magnético externos como
fuentes de excitacion. Las ecuaciones de Agrawal et
al. son derivadas en términos del voltaje generado
en el sistema, y el campo eléctrico horizontal se
toma como la fuente de excitacién. Las ecuaciones
de Rachidi estan derivadas en términos del voltaje
total y se considera como fuente de excitacion la
variacion espacial del campo magnético. Las
ecuaciones de Rusck estan escritas en términos del
potencial escalar y el potencial vectorial.

Ha sido demostrado que los métodos son
equivalentes entre ellos. Las principales diferencias
entre los modelos son: a) los términos que expresan
las fuentes de excitacion en las ecuaciones de la
linea de transmision y b) la forma en que los voltajes
y las corrientes estan determinadas en las mismas
ecuaciones. A diferencia de otros estudios, en este
documento se analizan cuatro métodos de
acoplamiento a partir de dos ecuaciones basicas,
obtenidas de las ecuaciones de Maxwell.
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